Chapitre 1

Notions de convexité

1.1 Ensembles convexes

Comme la combinaison linéaire affine, on définit :

Définition 1.1.1 Soit F = {2 :1=1,---  k} une famille finie de points de R". On appelle com-
binaison linéaire convexze de F, toute combinaison linéaire u = ZLI Aia* dont les coefficients \;
sont positifs et de somme 1.

Une combinaison linéaire convere de deut points = et y, est tout point z = (1 — \)z + Ay avec
A€ [0,1]

On a les définitions suivantes

Définition 1.1.2 Soit x, y € R"; on apgelle segment "fermé” d’extrémités = et y, l'ensemble

noté (z,y| et défini par :
[z,y) ={z€R":z2=(1-N)z+ Iy : A€[0,1]}.
C’est l’ensemble de toutes les combinaisons lin€aires converes des points x et y.
De facon analogue. on définit :
Définition 1.1.3 On appelle segment "ouvert” d’eztrémités x et y, et on le note |z, y|, l'ensemble
Jz,y[={z€R*:2=(1-Nz+ ) y: A€]0,1[}.
On définit aussi |z, y] et [z, y[ qui sont appelés segment semi ouvert en x respectivement en y.

Jz,y]={z€R":z=(1-Nz+ Xy, A€]0,1]}

[z,y[={z€R:2=(1-A)z+ Iy, A€[0,1[}.

Définition 1.1.4 Soit C' une partie de R". C' est conveze si seulement st pour tout x, y € C,
(1-ANz+Ay€ C' pour tout A € [0.1]. Autrement dit, C est conveze s1 seulement s1 C' contient

tout segment fermé d’extrémités deu quelconques de ses points.
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Exemple 1.1.1 - Dans R", les ense

mbles suivants sont co r
nveres. R", |’ 1
tons, les boules, les segments. | i e

- Dans R, les parties convezes sont les intervalles.

On a la proposition :

Ffrc)»;psntmn 1.1.1 Une partie C de R" est conveze si seulement si elle contient toute combinaison
linéaire conveze de toute famille finie d'éléments qui lui appartiennent

On a les propriétés suivantes
Les résultats suivants sont immédiats.

Proposition 1.1.2 1) Si C, et Cy sont convezes alors pour tous a, et oy dans R,
a,Cy + a2Cy est conveze.

2) Toute intersection de parties convezes est conveze.

1.2 Points extrémes d’un ensemble

Définition 1.2.1 Soit A un sous ensemble convere non vide de R".
Un point x de A est un point extréme si

Y (z1, T2, @) € A2%]0,1[, z = (1 —a)z1 + az2 => 21 = T2 = T.
i.e. x nest point intérieur d’aucun segment de A.

On a la caractérisation suivante

Proposition 1.2.1 Soit C' un sous ensemble conveze de R™. Les propositions suivantes sont
équivalentes.

i) € ext(C)
ii) C \ {z} est conveze.
Preuve : Soit z € ext(A).
Si
(21,22, 0) € (€' \ {z}) x (C\ {z})x]0, 1]
alors
(z1,22,0) € C X Cx]0,1[ et &) # T # Ta.

Comme C est convexe, on a
(1—a)r+ax € C et 71 # T # Z2.

1
b (1- a)z; +azz € C\ {z}

ot donc C'\ {z} est convexe. ' N
Réciproquement, supposons que €'\ {2} est convexe et soit

(z1, T2, ) € C' X C'x]0,1[ avec (1 — )z, + axg = .
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Done

(1= a)r; + aay ¢C \ {,}
Ce qui implique que
21 ¢ C\ {z} ouzy ¢ C\ {2}
Clest-a-dire que 2, = 2 ou 25 = 2. Comme (

T1==g3.Douzxe ext(C)

1-a)z1+azy = 7 avee o €10, 1], on a nécessairement

O
1.3 Polyedres convexes

Définition 1.3.1 On appelle hyperplan dans R" tout ensemble de la forme

H={zeR":y(z)=aq)
ou ¢ est une application linéaire non nulle de R™ dans R.
Les demi-espaces fermés sont

{reR": y(z)<a} et{zeR": p(z) > a}.

Les ensembles {z € R" : ¢(z) < a} et {z € R" : p(z) > a} sont des demi espaces ouverts de
frontiére H.

.

Définition 1.3.2 Un polyédre conveze P de R™ est 'intersection

(€ventuellement vide) d’un nombre fini de demi-espaces fermés et/ou d’hyperplans.
C’est-a-dire :

Gz <b,i=1,---,py,
P=<zeR": gz>, t=pr 41, po,
ax="bi, i=py+1,---,m
ou les a; sont dans M ,(R) et les b; dans R, i = 1,---,m

Remarque 1.3.1 Dans cette définition on peut toujours supposer qu’on a un seul type d"inégalité.

Définition 1.3.3 Soit P un polyédre conveze de R". Un point x € P est un sommet de P s'il
existe ¢ € Myq(R) tel que cx < cy pour tout y € P, y # .

Définition 1.3.4 Soit P un polyédre convexe

P={zeR":qa>b,i=1,-- ,m}.
- Un point T de R est dit point intérieur de P si on a, a;F > b, pour touti1=1,--- .m.
- Un point T de R" est dit point frontiére de P s1 1l emiste iy € {1, - - .} tel que a;,& = b,

Remarque 1.3.2 Dans le cas ou il eviste des contraintes d’égalité dans le polyédre on parle
d’intérieur relatif et de frontiére relative,

On définit aussi la notion de face et d'aréte d’un polyddre
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Définition 1.3.5 Considérons X un sous ensemble de R" de frontiére 0.X. L 'hyperplan H a'Eqdason
ar = b est un hyperplan support pour X si :

i) X est contenu dans un des deur demi-espaces fermés limités par I1
u) Il existe T € X tel que aZ = b.

On dit alors que 'hyperplan H supporte X en T.

On montre que

Proposition 1.3.1 SiC est conveze, alors pour tout point @ € 9C' il existe au moins un hyperplan
supportan'C"en yarg.

)

Proposition 1.3.2 Tout conveze fermé est lintersection de jous les demi-espaces fermés definis
par ses hyperplans support.

Définition 1.3.6 Soit P un polyédie conveze de R". L'ensemble ' C P est une face de P s'il
existe un hyperplan support H de P tel que F = HNP.

Les ensembles P et O sont des faces dites impropres.

Définition 1.3.7 Soit P un polyédre conveze de R". On appelle aréte de P toute face de dimen-
sion 1.

On remarque que

Remarque 1.3.3 Un sommet d'un polyédre convere 2ot une face de dimension 0
q poly

On montre que

Proposition 1.3.3 Soit P un polyédre conveze de R". On a les équivalences suivantes
1) x est un point extréme de P

1) x est un sommet de P.

La question de 'existence de points extrémes pour un polyedre convexe est nécessaire.
On définit

Définition 1.3.8 Un polyedre conveze P C R" contient une droite s’il existe x € P et 0 #deR"
tel que x + \d € P pour tout X € R.

On a le résultat suivant.

Théoreme 1.3.1 Supposons que le polyédre convere

P={$€Rn ' a,SCZb“ 'l‘:l,--.‘,n}

est non vide. Alors les propositions survantes sont équivalentes
a) Le polyédre P contient au moins i'n point extréme.
b) Le polyédre P ne contient pas de droite.

¢) Le systeme {a:F eR" i=1,---,m} contient n éléments linéairement independants
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Chapitre 2

Formulation d’un programme linéaire

2.1 Programmes linéaires

Définition 2.1.1 Un programme linéaire est un programme mathématique dans lequel la fonction-
objectif est affine et les contraintes sont des équations et/ou inéquations hnéaires.

On peut donce dire qu'un progranme linéaire est un programme mathématique de la forme

1 0 ( . — n e o
min (max) Z(z) =377, ¢z,
n .
Zj:la,,a-,gb,, i=1,m
&1 Gii%; 2 b, i=my 41, m;
K {‘zl v = Yoy 1 ) ) 2
ZJ:IGUIJ=b,~. i=mo+1,--.,m
zy€R, F=1+ .1
On peut donc dire qu'un programme linéaire est un programmeé mathématique dans lequel la
fonction-objectif est linéaire et 'ensemble des cgntraintes est un polyedre convexe fermé.

On a aussi les remarques suivantes

Remarque 2.1.1 - Etant donné un programme linéaire, on peut towjours se ramener a un pro-
gramme linéaire ou les variables sont astreintes a étre non négatives. En effet si x;j est une variable
négative on fait le changement de variable zi = —u;. S par contre x; est quelconque dans R on
pose Tj = ;1‘; — & avec I;«'. r; 2 0 car tout réel peut s’écrire comme la différence de deuzx réels
positifs ou nuls.

- Dans un programme linéaire on peut ramener toutes les contraintes d'inégalité a des inégalités
de méme type. il suffit de multiplier la contrainte par —1 le cas échéant.

Par convention les contraintes d'inégalité pour un probléme de mimimisation sont du type ” > "
et les contraintes dinégalité pour un probléme de mazimisation sont du type " <"

On peut dire alors qu'un programme linéaire est un programme mathématique de la forme

min (max) Z(z) =], ¢ja;
Z;l:l a;;7; 2 (S) b, 1=1000,my
: Z}ll ar; =bi, 1=mi+1,- m
20, g=1,+,n




Dans un programme linéai isti X a
i } E (; Eilm CiLln?alrct;)Q czlstmguc deux types de contrainte : les contraintes relatives
au signe .dCb variables, dites contraintes de rectriction de signe ou d dgativité et les autres
s 4 Sl y L e non-négativité et les autr
dites vraies contraintes on dit aussi contraintes structurelles. la matrice A = (ai;) € Mm a(R) est
= IJ . Al

appelée matrice des vraies contraintes, ¢ = (¢;
vecteur second membre. €= (¢j) € Myu(R), vecteur coiit et b = (b;) € Mma(R):

2.2 Quelques exemples

Probléme de production
1 ..8.0“:,“; Zz mac‘hhl'nes M; (1 =1, ,77[1) qui. fabriquent en série n types de produits P,y =
KoM a m.ac ine A/; a'une capacité maximum de b; unités de temps. La fabrication d'une
umtcl du produl.t P; nécessite I'utilis ation de la machine M; durant a,, unités de temps. Si ¢
représente !e gain relatif & la production d’une unité du produit P, quelle doit étre la politique
de production pour maximiser le gain total ? i

Probléme de transport

Soient r centres de production d’un bien donné possédant des stocks disponibles en quantités
Tespectives qy, -+ -, ¢,. Dans s centres de consommation, la demande de ce bien est respectivement
de dy, -+ ,d,. Les frais de transport d’une unité de bien du centre de production i au centre de
consommation j est ¢;; unités monétaires. Il s'agit de déterminer comment approvisionner les
centres de consommation & partir des centres de production de maniére & minimiser le coit total
de transport. Formuler ce probleéme sous forme ¢'un programme linéaire.

Probleme de la ration alimentaire

On dispose de n aliments A; (j = 1,-++,n) aux prix respectifs par unité de ¢; (=1, ,T).

Soient m éléments nutritifs e; (i = 1,---,m). La quantité du 1*™ élément nutritif contenue
dans une unité de l'aliment A; est a;; Les besoins respectifs en les m éléments nutritifs sont bi
(i=1,---,m).

On se propose de déte
garantisse un apport suffisant en éléments nutritils.

rminer la ration alimentaire qui tout en étant de meilleur marché possible

2.3 Forme standard, forme canonique

Dans cette partie on considére la relation suivante.
Pour u et v dans R" on note

v<ve <y Yi=1mn

1 Un programme lin€aire est sous forme standard si les vraies contraintes sont

Définition 2.3.
'autres termes, le probléme

des €galités et les variables sont astreintes & étre non négatives. En d

est sous la forme
i 2%) Z = ) 5u1 GiT
min (max) Z = Q-1 6i%j

| { Y Gy =by i=1,m

1.}20’ j:l’...'n

Si on pose A = (aij) € Mma(R), c=(cj) € M a(R), et
b= (bi) € Mma(R), on a la notation matricielle
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min(max) Z = cx

Az =
z2€R", >0

Proposition 2.3.1 Tout programme linéaire peut se mettre sous forme standard

Preuve : 1l suffit de traps
les équivalences suivantes -

On a la proposition Suivante.

former les contraintes d' inégalité en contraintes d'égalité en considérant

n

Zau%>b QZa,,.r] 8;=b;, &2>0

J=1 =1

n n
Za,ﬂ;, < b & Zal,l', +si=by, 820

Jj=1 J=1

O

Définition 2.3.2 La variable s; introduite pour passer d’'une contrainte d’inégalité G une contrainte
d’égalité est appelée variable d’écart.

Remarque 2.3.1 Le passage a la forme standard augmente le nombre de variables dans le pro-
gramme linéaire.

Définition 2.3.3 Un programme linéaire est sous forme canonique si les vraies contraintes sont
des inégalités et les variables sont astreintes a étre non négatives. Pour les problémes de minimi-

HUPZ ZJ l(v(}
ijla,ﬂ/ =2l i=sloi,m
xj20, j=1,-+-,n

sation on a

es de mazimisation on a

7 n -
max Z = 31, ¢,
Z;':,a,-,a'J <b, i=1,:,m
r; 20, j=1,-:,n

En considérant les mémes notations que ci-dessus, on obtient respectivement pour la mmmn-
sation et la maximisation la notation matricielle suivante :

min Z = cx ' max Z = cxr
Az > b Ar < b
z€R" >0 r€eR", >0

L4
Proposition 2.3.2 Tout programme linéaire peut se mettre sous forme canonique




Preuve : Il suffit de transformer les contraintes d'égalité cp contraintes d'inégalité en considérant
I'une des équivalences suivantes -

n
D ey Oy > b
E a;;T; = b; a}{ =LY = s
i=1 j=1%jTj 2 —b;
ou

n
Zuu-rj =bhe { ZJ=1naijlj < bi

T =1 WyT5 S =by
O

"Remarque 2.3.2 Le passage a la forme canoni

que augmente le nombre de contraintes dans le
programme linéaire.




Chapitre 3
Résolution des programmes linéaires

3.1 La méthode graphique

La méthode graphique est I'une des premidres méthodes utilisées pour résoudre les programmes
linéaires.

On sait que I'ensemble des solutions réalisables d'un programme linéaire est polyeédre convexe
fermé. Il peut étre :

- vide,
- non vide et borné,
- non vide et non borné.

La méthode graphique est basée sur la propriété suivante qui est fondamentale en program-
mation linéaire.

Théoreéme 3.1.1 Si le probléme un programme linéaire posséde une solution optimale; alors (au
moins) un sommet du polyédre des solutions réalisables est solution optimale.

A titre d’exemples, résoudre graphiquement les programmes linéaires suivants :

min Z = 21, + 3a, min Z = 2 +
(2 +ap <4 2x1 + 1 > 12
62y + 2x2 > 8 S + 8xp = T4
¥y + ST 2 4 T, + 6 > 24
x, <3 xy, v2 20
L &y, T2 _>_0
max Z = 3z, + 223 max 7 = 6ay + Sy
( —2.’('[ + 29 S 1 Ty + T > 8
X + T2 S 3 =20 + 31‘2 < 6
{ T, <2 Ty —Tg 22
k Xy, .L'QZU xy, .'L'2_>_0
max Z =& + 22 p
—2x) + X2 <1
x a2 <3
z) < 2
k T, T2 >0
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| Cc%t% lm‘ctlfoczo' est limitée c.m‘ clle ne s’f\ppliqu(\ qu'a des programmes linéaires ou le nombre
e variables est fublc (au maximum 3 variables). Nous allons nous intéresser dans ce qui suit a
une méthode algébrique, la méthode du simplexe. R S

3.2 La méthode du simplexe

On considere le programme linéairc sous la forme standard suivant

Z*=min Z = cx
Az =) (PL)
z€R", >0

ou A € My, 1(R), c € M 4(R), et b € M., (R) avec rangd = m < n.
Nf)tons D l‘ensemble des solutions réalisables de (PL). On sait que D est un polyedre convexe
fermé. 1l peut étre vide, non vide et borné i.e. un polytope, non vide et non borné.

3.2.1 Base d’un systéme d’équations linéaires
Soient A € M, »(R) et b € M,,1(R) avec rangA = m < n. On considere le systeme d’équations
linéaires
Az = b, (3.1
On définit :

Définition 3.2.1 On appelle base du systéme d’équations linéaires (3.1), toute sous matrice
carrée réguliere (m x m) extraite de A.

\
\*“hwb\l RPRITRP 14 A I xmxv\\\w
Exemple 3.2.1 ;

Considérons le systéme d’équations linéaires suivant :

Txy + 379 + 1025 + 524 + 875 = 37
5z, + 4wy + Txs + 1024 + 325 = 26

La matrice de ce systeme est
4731058
“7\54 7 103
On a rangA = 2. La sous matrice carree formée de la premitre et quatrieme colonnes est
TR
o= ( 5 10 )
On a det B = 45 # 0. C’est donc une base du systeme ci-dessus.

Remarque 3.2.1 Il eriste au moins une base pour le systéme (3.1) (puisque rg(A) =m) et il y

en a au plus C'.

Définition 3.2.2 Soit B une base de (3.1), les variables associés aur colonnes de B sont appelées

variables de base, les autres, variables hors base.
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Remarque 3,22 trés souve

nt, et cela, pour év ines indéterminat ;
base par son en ) , pour éuiter certaines indé 1ons, on représente une

semble o
de varables de base ou par son ensemble des indices des variables de base.

Définition 3.2, '
i 3. 0n dit que deug bases B et B sont adjacentes, si les colonnes qui les constituent
ne différent que d'un sey €lément.

Soit B une base de (3.)
B sont les m premieres colo

y moyennant une permutation on peut supposer que les colonnes de
blocs) A = (B, N)

nnes de A. Donc on peut supposer que A est sous la forme (matrices

Ou N est la sous-matrice formée par les colonnes de 4 qui ne sont pas dans B.
De méme on peut partitionner z =

i ou zp est constitué des variables de base et 2y des
- TN
variables hors base. Le systéme (3.1) est alors équivalent &

Bxp 4+ Nxy =b.
Par suite les solutions de (3.1) sont

-1 o i
e ( B7(b— Nzn) ) oy €RM™, (33)
IN

Définition 3.2.4 On appellé solution de base de (3.1) associée (ou relative) @ la base B, la

=
solution particuliére x(B) obtenue dans (3.3) en prenant xy =0 i. €. 2(B) = ( BO b )

On montre que

Proposition 3.2.1 x € R" est une solution de base de (3.1) si et seulement si on a Az =b et il
existe des indices B(1),---, B(m) tels que :

a) les colonnes Ap), -+ , Ap(m) son! linéairement indépendantes ;
b) sii# B(1),---,B{m), alers z; = 0.

3.2.2 Base réalisable d'un programme linéaire

Définition 3.2.5 On appelle base de (PL) toute base du systéme Az = b.
Définition 3.2.6 Soit B une base de (PL). On dit que B est une base réalisable pour (L) s1 on
a B-'b > 0. Dans ce cas la solution de base associée a B est une solution réalisable pour (PL).

Exemple 3.2.2

Considérons le programme linéaire suivant :

min Z = 2z, — 92y + 423 + 1024 — 325
T, + Sag + 1023 + Sy + Swg = 37
52, + 4w + Ty + 1024 + 325 =26
r€R®, 220

[ = {x, a3} est une base réalisable. En effet, si on note B la matrice associée a I, on a :
. ]

7 10 L (-7 10 st
B=(5 7)‘ B _< 5 —T> et B b——(3 > 0.

D‘J les ,’ ((,{ lﬂ'}(’ 99}\
v . b\\@> v(z'&e'm'u_é



= BN
Définition 3.2.7 Une base réalisable B de (PL) est dite dégénérée 51 le vecteur T8 — R

contient au moins une composante nulle.

Exemple 3.2.3

Considérons le programme linéaire suivant :

min Z = —3x; — 21,
4oy +322+23=18
dr)+ 12+ 24 = 3
41‘1 —-Ty+T5=238
z€R 2>0

Soit I = {1,3,5}. La matrice associée & I cst

, 4 1.0
B=|400
4 01
On adet B=—4#0; donc I est une base.
0o 1 0 2
B'=|1-10 et B b= 10 | 20.
0 -1 1 0

La base est alors réalisable; mais le vecteur B~ p a une composante nulle. Donc la base I est
deveneree

Définition 3.2.8 Le\programme (PL) est dit dégénéré s'il posséde une base réalisable dégénérée.

Il y a un lien entre les sommets du polyadre des solutions réalisables de (PL) et les solutions
de base réalisables. On montre que :

Théoréme 3.2.1 On a les équivalences suivantés_ g
a) x est un sommet de D, :
b) x est une solution de base réalisable de (PL)

On montre que

Proposition 3.2.2 Etant donné un programme linéaire sous forme standard, si l'ensemble des
solutions réalisables est non vide, il contient au moins un sommet.

On sait d’apres le théoréme (3.1.1) que si un programme linéaire posseéde une solution optimale,
il admet un sommet et donc une solution Je hase réalisable comme solution optimale. Ce qui nous
amene & chercher les conditions pour qu'une solution de base réalisable soit optimale.
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—

3.2.3 Forme canonique par rapport 4 une base réalisable -
On vient de voir que sj (PL) posséde un optimum fini, il existe au moins une base réalisable

optlma.le.’C gst pour cela qu'on s'intéresse dans ce qui suit aux conditions d’optimalité des solutions
de base réalisables.

‘Soit B une ba§e réalisable de (PL). On note / I'ensemble des indices des variables de base et
J l'ensemble des indices des variables hors base.

On sait qu'on peut supposer sans perdre de généralités que B est formée des m premiéres
colonnes de A et done A est de la forme (matrices blocs) A = (B, N) oit N est la sous-matrice
formée par les colonnes de A qui ne sont pas dans B. De méme on peut partitionner » = ( 15 )

Y . ’ | A’
ou xp est constitué des variables de base et 2 des variables hors base.

Le systtme A = b est alors équivalent &

B.’l‘B + N N = (} & TB + B_IN:L'N = Bblb- . (34)

On peut aussi partitionner ¢ de la fagon suivante : ¢ = (cp. cx) Ol cp est formé des coefficients
des variables de base et ¢y des coefficients des variables hors base. On a alors

Z(x) = cx = cpTp + CNIN.

En remplagant zp par sa valeur (zgp = B~'b— B™!Nzy), on a

G Z(:L‘) = CBB_lb+ (en — CBB—lN)IN. (8:5)
Posons ol )
A=B1A, é=c—cgB A 2 =cgB™% (3.6)
Donc ég =0 et éy =cy —cgB™IN. .
On remarque qu'on a Z{(z(B)) = cgB™'b= Z. A
M\

Définition 3.2.9 Deux progrommes.inéaires sont dits équivalents s'ils ont les solutions réalisables
et les mémes solutions eptmaizs.

Définition 3.2.10 Le progremme Gnéawre (PL) est équivalent au programme hinéaire :

7*=min Z=¢+2
Ar=b
z€R" 220

C’est la forme canonique (ou forme équivalente) de (PL) par rapport a la base réalisable B.

Remarque 3.2.3 Ecrire un programme linéaire sous forme canonique par rapport a une base
réalisable, c’est écrire sa fonction-objectif ainsi que ses variables de base en fonction des seules
variables hors base.

En d’autres termes il s’agit d’écrire la fonction-objectif a 'aide des seules variables hors base et
transformer le systéme des vraies conlraintes en un systéme équivalent dans lequel chaque variable
de base n'intervient que dans une seule équation, et dans cette équation son coeffcient est égal a
1. On dira alors que cette derniére est la variable de base associée a cette équation.
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Exemple 3.2.4

La forme canonique du programme linéaire de I'exemple (3.2.2) par rapport  la base réalisable
I = {1'1,.[‘3} est :

min Z = 14 - Sx, + 44z — 35
Ty + 1929 + 4514 + dxs = 1
x3 — 13y — 3lay — 225 = 3
>0

3.2.4 Caractérisation des solutions de base réalisables optimales

On peut a présent donner les conditions d’optimalité pour une solution de base réalisable.

Théoreme 3.2.2 Une condition suffisante pour que B soit une base réalisable optvmale €st ¢ Z 0.

tion réalisable z de (PL),

Y

Preuve : Dans (PL) on a la contrainte 2y > 0. Donc pour toute solu

on aura
Z(z) = cgB~ b+ (cx —cgB™'N)zn < cgB~'b = Z(x(B)).

Par suite z(B) est une solution optiruale de (PL). =

Remarque 3.2.4 Pour un probléme de mazimisation la condition suffisante d ‘optimalité est ¢ <
0.

Dans le cas de non dégénérescence la condition suffisante ci-dessus est aussi nécessaire.
CLs Ui

=

Théoreme 3.2.3 Si le probléme (PL) est non dégénéré i.e. ne possede pas de base réalisable
dégénérée, une condition nécessaire et suffisante pour que B soit optimale est ¢ 2 0.

Théoreme 3.2.4 Soit k dans J tel que rk <0. 5 /ik, la colonne associée a la variable Ty dans
la matrice A est telle que Ax <0, alors on peut-diminuer indéfiniment la fonction objectif, ce qui
signifie que (2" = —00). On dit alors que Uoptimum de (PL) est non borné ou que (PL) n’admet
pas de solution optimale a distance finie.

Preuve : Considérons dans le systéme Az = b la solution z(a) obtenue en imposant aux variables
hors base les valeurs suivantes :

2;=0 Vi€ J—ketz,=cq.

On obtient alors -
=0 —aax Vi€ I.

La solution z(a) est réalisable pour tout a > 0.

Ona: . "
Z(z(a)) = Z + Zcﬂ,-,- = 7 + aéy
jeJ
Comme ¢ < 0, 0a 2 Z(z(a)) qui tend vers —oo pour A tendant vers +oo. Donc Z* = —-o0. O

Exemple 3.2.5



Considérons le programme linéaire suivant :

min Z = —1) — 2%&2
=2+ + A3 = 2
—ay + 20+ 24 =5
£L‘]—41'2+w5=4
z€R 220
Soit I = {1,2,5} La matrice associée & [ est

— D

B=

= DD =
gl = 1 <= )

On a

0|, Bb= > 0.
1
Donc c'est une base réalisable. La forme canonique par rapport a cette

wo|Eestomat—

!
B_l'—‘ -3
3

O N

\

base est :

La colonne de la variable hors base x3 est négative dans cette forme. On remarque que

o
-~

2 | | B

o]

a(a) = X
(@

ul:...:lml._

\

L, +++
N Wi
e

«|

— 4a qui tend vers —oc quand a tned vers

est réalisable quei que soit o = 0 et Z(x(a))
+00. Le probléme est alors non borné

Remarque 3.2.5 On a les mémes résultats dans le cas des problémes de mazimisation s1 On

remplace la condition ¢ < 0 par é > 0 dans le théoréme (3.2.4).

Dans le théoréme qui suit on montre que si pour tout k € J tel que (x <0,0na A £ 0 alors

il existe unc basc réalisable qui amdliore la fonction-objectif Z.

able, on note I et J respectivement les ensembles des

Théoreme 3.2.5 Soil B une base réalis
B, A= B 'Aeté=c—cpB'A Soitk € J

indices des variables de base et hors base, b=
tel que éx < 0 et Ar £ 0. Soit | tel que

{)1 . 6.‘ £
.—:uuu—.——:lel.a,k>0,
un Ak

Alors la matrice B' associée aux variables dont les indices sont dans I' = I — | + k est une base

réalisable adjacente d B. Etona

Z(x(B')) = Z(x(B)) + Ek%.

16



Preuve : La matrice associée & I' = I — I + k est B' = BA[. oy
.\[ = ((-1 €y - L=} .-iL. P“_l Pm)

les e; ¢tant les vecteurs de la base canonique de R™.
On a
det(B’) = det Bdet \f = A det B # 0.

Donc I’ est une base.
En considérant la forme canonique du programme (PL)

que le systéme Ar = b est équivalent A

Ty T ZjeJ—k QT +autr=b, Viel-|
T+ ZjEJ-k ;T + apxk = by

par rapport A la base B, on constate

La solution de base associée & I' = [ — | + k est :

.rA=0. ViedJ—-k+1
o b
lk—ﬁt )
1-,:(;,-&,-&&!;‘; viel-1

Pour que cette solution de base soit réalisable il suffit qu'elle vérifie les contraintes de non-

négativité, c’est-a-dire :

.’Ek=gb‘t20.
-’L'i=bi—&ik£;‘;20 Yiel-1

Ce qui est équivalent a :

T ai ik

o< =min{f’—": iel, a,-k>o],
qui est vrai par le choix de I. Par suite I’ = I — [ + k est une base réalisable. En outre on a :

~

. P b
Z(x(B")) = 2 + ixax = 2 + & = Z(2(B)) + éxr
Ak Ajk
Comme :
L ]
ak
0

on a bien Z(z(B')) < Z(x(B)).
Remarque 3.2.6 Si la base B est non dégénérée, on a : Z(z(B')) < Z(z(B)). c’est-a-dire que

la décroissance est stricte.

On peut & présent donner I'algorithme du simplexe.

17
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3.2.5  Algorithme primal du simplexe

L algorithm i
e du simplexe contient deux phases : la phase 1 et la phase 2.
Phase 1

Dans cette ph: 5 .
procédure échopl)ledsceelon d ctermine une premire solution de base réalisable du probleme. Si cette
» Cela signifie que le polyedre des solutions réalisables D du probleme est vide.
Phase 2

Dans cette partie, on calcule

solution d a partir de la solution réalisable obtnue dans la phase | une autre

c ’ % o 1 H 1 4
o it(’:ratiobase rcghsal\)le donnant une meilleure valeur de la fonction-objectif. Gcométriqucmcnt-
adjacent ’ Con?mc a passer d'un sommet de D 4 un sommet de D ce nouveau sommet est
o ZU PIEIier en ce sens qu'ils sont les extrémités d'une aréte de D.
Ous donnons ici une itération de la phase 2 de l'algorithme du simplexe.
Phase 2 de 'algorithme du simplexe

Dans une itération de la phase 2 de l'algorithme du simplexe appliqué au probléme (PL) on
procede comme suit.

Début

On suppose qu'on dispose d'une base réalisable de depart B. Soit I et J respectivement les
ensembles des indices des variables de base et hors base.

: i \ 3 1y
1) Calculer b= B-1b, A= B-'Aet & = c— csB-'A. [ Crdn ) \‘\'\h«\'\\c\

2) Tester ¢.

a) Si ¢ > 0, stop : "La base B est optimale.”

b) S'il existe k € J tel que & < 0 avec A; < 0, stop : "Le probléeme est non bornée i.e. la

valeur optimale est infinie.” * (e q\y'\\ﬁ‘s C'\F') ooy
c) Autrement effectuer un changement de base.

3) Changement de base
a) Test d’entrée : Soit k € J tel que

& =min[é; - je J. ¢ < 0]

La variable correspondante z; rentre dans la base on l'appelle variable rentrante.
b) Test de sortie : Soit [ tel que

b R )
TL:rnxn[_—'. 1€1, ae>0].
s ‘.aik

La variable z; sort de la base on l'appelle variable sortante.
¢) On considere la nouvelle base réalisable encore notée B dont les ensembles des indices de
variables de base et hors base sont respectivement

[=1-Il+ketJ:=J—-k+1

Aller a 1).
Fin

Remarque 3.2.7 Dans le cas d’un probléme de mazimisation, il n'est pas nécessaire de trans-
former le probleme en un probléme de minimisation afin d’appliquer l'algorithme du simplexe. Il
suffit de considérer les modifications suivantes :
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2-a) Sié¢<y stop : "la base B est oplimale.”
2-b) Sul enste k € J tel que ¢x > 0 avec A, <0 stop : "le probléme est non bornée 1. la
valeur optimale est infinze.”

3=a) Test d’entrée : Soit k € J tel que

&=max[¢; : jE€J, &> 0.

La varwable correspondante x rentre dans la base

Les autres mstructions restent valables.

3.2.6  Convergence de I’algorithme du simplexe
On a le résultat suivant

Théoréme 3.2.6 Si ¢ chaque base réalisable rencontrée dans résolution du probléme (PL) la

solution de base associée est non dégénérée, l'algorithme se termine en un nombre fini d’itérations
; . .
par l'une des deux situations suivantes :

i) obtention d’une solution de base réalisable optimale de (PL)
it) absence de solution optimale a distance finie.

Ce théoréme montre la convergence de I'algorithme du simplexe en I'absence de dégénérescence.
On montre que

Proposition 3.2.3 Si ¢ une itération de l'algorithme du simpleze l'ensemble

C={l:f)—l=min[,{)—i: 1€1, &ik>0]}
A (573

contient plus d'un €lément, alors le probléme (PL) est dégénéré i.e. il existe une base dégénérée.

Lorsque le probleme est dégénéré, I'algorithme du simplexe peut cycler c’est-a-dire qu'on peut
retrouver une base déja rencontrée. Pour remédicr a cela on peut utiliser 'une des régles suivantes.
- la regle de Bland ou la régle du plus petit indice
- la regle lexicographique
- la régle de perturbation

La regle de Bland
Test d’entrée :

La variable qui rentre dans la base est zx avec k le plus petit indice pour
lequel ¢, < 0

Test de sortie : La variable qui sort de la base est z; avec [ le plus petit élément de L.

3.2.7 Méthode des tableaux

C’est une mise en ceuvre manuelle de l'algorithme du simplexe.
Soit a résoudre le programme linépire (PL)

Z*=min Z=cx
Az =0b
zeR", >0
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toujours avee A
Jc)ﬂ suppose (Elu{t::],'l;;,(R)‘ cE /\Al,n(R). et b S -'\/’m.l(R) ct ['}Jng/l i
: ispose d’ g > ensembles des indices des
variables de base et hors-ll));sb: sccintltn;3 :tabJ0 e L e =
La forme canonique de (PL) par rapport & B est

4
z* = min Z=tx »0
Ac =0
reR", 220

On sait que A = (I,,, B-'N), ¢ (0,cy — cgB~'N),b= B'b.

On définit : N

Définition 3.2.11 On appelle tableau simpleze complet de (PL) par rapport d la base réalisable

B, le tableau d m + 1 lignes et n + 1 colonnes ci-dessous
rii€lzjjed

T A
1€l

o

¢ -Z

Définition 3.2.12 On appelle tablean simpleze de (PL) par rapport a la base réalisable B, le
tableau @ m + 1 lignes et n —m + 1 colonnes ci-dessous
zy4€J

Ti| z _ pa A
ieq|An=B"N| b

CN -Z

A partir du tableau simplexe on peut écrire la forme canonique de (/L) par rapport a la base
B et inversement.

On définit :
Définition 3.2.13 Dans le tableau simpleze, on appelle pivot l'élément qui est a l'intersection de
la colonne de la variable rentrante et de la ligne de la variable sortante.

Dans ce cas la ligne correspondante est dite ligne du pivot et la colonne, colonne du pivot.

thode des tableaux consiste a écrire les tableaux simplexes relatifs aux diﬂ'ére’ntes bases
PL) & l'aide de l'algorithme du simplexe. Il faut
ans l'algorithme du simplexe B et B’ comment

La mé
rencontrées dans la résolution du programme (

donc déterminer pour deux bases successives d
passer du tableau simplexe relatif & B a celui relatif B

Pour obtenir le tableau simplexe de (PL) relatif & B" a partir de celui relatif & B on utilise le
cadre du tableau simplexe relatif & B et on considere les régles suivantes.

1) Permuter les variables sortante et rentrante.
)

2) Remplacer le pivot par son inverse

3) Diviser les autres éléments de la ligne du pivot par le pivot

4) Diviser les autres éléments de la colonne du pivot par le pivot et changer de signe.
)

5) Pour les autres ¢éléments du tableau, appliquer la régle du rectangle suivante :
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‘Régle du rectangle
Soit l € I 1a ligne du pivot et k € J la colonne du pivot.

Pourie J -] et je J— k. 'élément &, est remplacé par G;; — 242
On note alors e
" n a kf]
dyy 1= Q45 — e

Ak

Cette rogle s'applique a tous les éléments du tableau.

Remarque 3.2.8 Si une ligne intersecte la colonne du pivot par un zéro, la ligne reste inchangée.
Si une colonne intersecte la ligne du pivot par un z2éro, la colonne reste inchangée.

\ Dans la méthode des tableaux unc base scra désignée indifféremment par la matrice clle-méme
ou par I'ensembles des indices des variables de base associées.

Exemple 3.2.6

min 7 = =311 + 272
201+ 12 L5
Ty — T2 < 1
z1+ 21, <3
T, T2 > 0

On écrit le programme sous forme standard. On obtient :

min Z = =311 + 272
201+ T2+ 23 =29
Ti— T2+ Ty = 1
T+ 230 + 25 = 3
;>0 1=1,---,5
ase réalisable évidente. En outre le programme

On remarque que [ = {3, @4, @5} cst une b
base. Les tableaux simplexes sont les suivants.

est déja sous forme canonique par rappor! a cette

Ty T2 Tz T2
232 1|5 3‘3}- 313
za|l 1|L{+ mag Tl <1|l
TS1 zs|1 23 152 zs (-1 32| ¢
3 2|0} (3 1[3
%
ry Ts
X3 -1 -1 1
x| 2/3 1/3| 5/3
TS3 zo | -1/3 1/3] 2/3
8/3 1/3[11/3

» 7 ' L .
ondition d’arrét de I'algorithme est vérifiée, on est donc a I'optimum.

Lac
Une solution optimale du probleme initial est «* = (3, 2)T et la valeur optimale est Z* = — 4.

Exemple 3.2.7




max Z = 6x, + 972
I+ 1 < 8
—2.1,'1 + 39 < 6
T, = a3 < 2
X, T2 > 0
On écrit le programme sous forme standard. On obtient :
max Z = 61, + 512

T + 2+ 23=38
—2z + 3y + 24 =0

alisable évidente. En outre le programine

On remarque que I = {x3, x4, 25} est une base ré :
Les tableaux simplexes sont les suivants.

est déja sous forme canonique par rapport & cette base.

ry I3 "“r Ty L2
a3 [1 1]8| za[-1 2] 6 |+
41-2 316 x| 2 1] 10
x5 a5 | 1 -1 2]« T82 Ty |1 1] 2
6 510 -6 11]-12
T 1
Ts T3
wg [-1/2 1/2 | 3 '
. 2| 20 -1/2 17
TS3 | 1 1/2 5
/2 -11/2 | 45

Tous les coefficients de la fonction-objectif sont négatifs ou nuls on est donc & 'optimum. Une
solution optimale du probléme initidl est 2* = (5,3)T et la valeur optimale est Z* = 45.

Exemple 3.2.8 /

min Z = =3z, + 512

I -2, + 31, <6
Ty = 4!‘2 S 4

l\ 21, T3 20

On écrit le programme sous forme standard. On obtient : /-

min Z = =3, + 5xq
( =21+ 312+ 13 =6
r —4day + oy =4
r; >20,i=1,---,4
On remarque que [ = {x3, 24} est une base réalisable évidente. En outre le programme est
déja sous forme canonique par rapport a cette base. Les tableaux simplexes sont les suivants.

Ty T2 Try Ty
w3 [2 36 3 [2 5] 14
TS1 a4|1 -4|4|¢ TS2 a2 |1 4|4
w5 5|0 3 7|12

T 1



On remarque que la colonne de la variable x, cst toute négative, il n y a donc pas de pivot. Le

programme linéaire est alors non borné; ¢'est-a-dire que la valeur optimale est —oc.
-

Exemple 3.2.9 (Probleme dégénéré)

min¥/ = 31,‘1 = 2112
4;171 + 31‘2 < 12
4.’L‘1 + T2 < 8
4.’!31 =02 < 8
Ty, T2 > 0
On remarque que I = {3, T4, 25} est une base réalisable évidente. En outre le programme
est déja sous forme canonique par rapport a cette base.

Ty T2 Ty X2
3|4 3|12 x| -1 2 4 | +
z |4 1|8 |« , T | l/4 1/4)2
L Zs 4 -1 8 152 T -1 0 0
3 210 3/4 5/4|-6
1 T
Ty T3
zo [-1/2 172 | 2
x| 3/8 -1/8| 3/2
T83 3 -2 1 4
-1/8 -5/8|-17/2

On est & 'optimum. Une solution optimale du probléme initial est z* = (2,2)T et la valeur

: \f\ocb dus 2

optimale est Z* = 3
. . . - . . / i i
3.2.8 Initialisation de 'algorithme du simplexe 5—)\/ L\! AL

\
Dans cette phase d'initialisation, qu’'on appelle aussi la phase 1 du simplexe, on y détermine
une premiere base réalisable du programme (PL).
On suppose ici que b > 0.

On considere le probleme auxiliaire suivant.

¢ =min €=, 1
Az + Inz® = b (Fa)
220 2* 20
Les variables z¢, i € {1,--- ,m} sont appelées variables artificielles. Elles sont introduites juste

pour créer une basc réalisable évidente pour (F,).

Par définition de (P,), ona §* > .

On remarque aussi que la matrice des vraies contraintes de (P,) est A = (A, I,). Donc,
rangA = m < n + m. Par suite avec I'hypothese que b > 0, la matrice formée des colonnes des
variables artificielles est urie base réalisable évidente de (P,). on peut résoudre ce dernier a I'aide
de la phasc 2 du simplexe en partant de cette base.

On résoud (P,) et on tire les conclusions suivantes.

1°r cas "> 0



Sila valeur optimale de (P,) n'est pas nulle alors le probleme (PL) est impossible. Car en effet
si (PL) possédait une solution réalisable on montre facilement que {* < 0.

2%me cas ¢* = (.

Notons (x*, 2%)
relles ou initiales du

1) Si dans cette solution toutes les variables artificielles sont hors-base c'est-a-dire que la base

optimale de (P,) est constituée uniquement de colonnes de la matrice A, alors cette derniére est
une base réalisable de (PL).

la solution optimale de (P,) obtenue ol z* est relative aux variables structu-
probléme (PL) et z%* les variables artificielles. On a nécessairement z°* = 0.

2) Si par contre il existe des variables artificielles dans la base, c’est-a-dire que la base optimale
de (P,) est constituée de colonnes de A pour les variables structurelles et de colonnes de la matrice
I, pour les variables artificielles. Cette base n'est pas nécessairement une base de (PL).

Supposons que les variables artificielles dans la base optimale de (F,) sont 2¢, i € P. On a
deux cas possibles.

On suppose que le probleme (Pa) est sous forme canonique par rapport & la base optimale.

a)SivVie P. la ligne correspondant 4 la variable de base artificielle z{ contient un coefficient
non nul relatif & une variable non artificielle x;, alors on peut faire un changement de base. Dans
la nouvelle base la variable artificielle zi est remplacée par la variable ;. On obtient ainsi 4 la

fin une base réalisable optimale de (F,) constituée uniquement de colonnes de A. C'est donc une
base réalisable de (P). Mais cette base est dégénérée. '

b) Dans le cas contraire, si une variable artificielle dans la base optimale ne peut pas étre
remplacée par une variable non artificielle, cela signifie que I'équation & laquelle est associée cette
variable artificielle est redondante. C'est-a-dire qu'elle est combinaiqon linéaire d’autres équations.
Elle peut donc étre supprimde.

Donc si on a un nombre q variables de ce genre, on a rangA =
correspondantes peuvent étre éliminées. Les m —
(Pu) forment une base réalisable de (PL).

m — q. Dans ce cas les q lignes
q variables restantes dans la base optimale de

Remarque 3.2.9 1) Dans la méthode des tableavz lorsqu'on ne dispose pas de base réalisable

€vidente et qu’on veuille appliquer soit la méthode des deur

phases, on peut tenir compte de la
situation suivante. )

Etant donné que dans le programme auziliaire l'introducti
créer uniquement une base réalisable évidente, il n'est
a chaque équation.

on des variables artificielles sert 4
pas nécessaire d’en ajouter systématiquement

S1 une variable nintervient que dans une seule €quation et si le signe de son coefficient est égal
L
a celui du second membre de cette €quation il n’est

pas nécessaire d’ajouter une variable artificielle
a cette équation. Cette variable peut étre considé

Tée comme v
cette équation. 7 }w\({/)
2) Dans la méthode desy tableats

au® lorsqu’une variable artificielle sort de la base i est certain
qu'elle ne peut plus y revenir la colonne correspondante devient superflue et peut étre supprimée.

ariable de base associée associée a

Exemple 3.2.10

l) min Z=2$1+3£L‘2+1}3
T1+2T24+T3=5
2z + x5+ 323> 9
i 20, i=1,: 3




La forme standard de ce probléme est

min 7 = 2y, + 3z + &3
211+1-2+3x3—r4=9
20, i=1,,4

On n'a pas de base réalisable évidente. Utilisons la phase 1.
Considérons le programme auxiliaire :

nlinE =25+ T
Ty + T4 33+ T5=9
22+ 2+ 3x3 — 24+ 26 =9
220, 1=1,.--,6

I = {5, 75} est une base réalisable évidente de ce probléme.
La forme canonique par rapport a cette base est :

min €=14—3.’1}1—2$2—4$3+.’L‘4
'731+l'2+1'3+.’1,‘5=5
21‘1+x2+3$3—1?4+1-‘5=9
;20,i=1,---,6

On a les tableaux simplexes suivants :

Ty T2 T3 T4
zs|1 1 1 0f 5
TSI 2|2 1 3* -1 9 |«
302 401 -l4>]
T
T T T Ty
5| 1/3  2/3 1/3 | 2 | «
TS2 45| 2/3 1/3 -1/3| 3
-1/3 -2/3 -1/3 -2 |
.T
Ty Ty T4
: 1/2 1/2 |3
s 2| Y /
x3 | 1/2 -1/2 ]2
0 0 |0

I = {z,, 3} est une base réalisable du probléme initial.
La forme canonique par rapport @ cette base est :

min 7 = —xy+ 11

{ T + %l‘l + %I4 =13

II.'3+§J‘1 —§(E4=2
;>0 1=1,---,4

On a les tableaux simplexes suivants :



